
Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 1

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 2)-îé è (i + 2)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 2

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 3)-îé è (i + 3)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 3

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 4)-îé è (i + 4)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 4

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 5)-îé è (i + 5)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 5

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 4k, à ñ (i− 3)-îé è (i + 3)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 6

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 2)-îé è (i + 2)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 6k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 7

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 6)-îé è (i + 6)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 8

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 5k, à ñ (i− 3)-îé è (i + 3)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 9

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 7k, à ñ (i− 7)-îé è (i + 7)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 10

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 4)-îé è (i + 4)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 11

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 5)-îé è (i + 5)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 12

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 3k, à ñ (i− 6)-îé è (i + 6)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 13

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 4k, à ñ (i− 3)-îé è (i + 3)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 14

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 2)-îé è (i + 2)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 9k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 15

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 3)-îé è (i + 3)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k/2. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà
äëÿ òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 16

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 3k, à ñ (i− 4)-îé è (i + 4)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 17

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 5)-îé è (i + 5)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k/3. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà
äëÿ òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.

17



Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 18

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 7)-îé è (i + 7)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.

18



Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 19

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 8)-îé è (i + 8)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 20

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 9)-îé è (i + 9)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 4k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 21

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i−1)-îé è (i+1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 5k, à ñ (i−10)-îé è (i+10)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 22

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i− 7)-îé è (i + 7)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 5k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå, à N -àÿ � ñâîáîäíà. Ñôîðìó-
ëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü
ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü
äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 23

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 8)-îé è (i + 8)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 3k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Âåñü ôðàãìåíò öåïî÷êè çàìêíóò â êîëüöî. Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàã-
ìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå
â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 24

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i− 1)-îé è (i + 1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k, à ñ (i− 5)-îé è (i + 5)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè 2k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü âòîðàÿ ÷àñòèöà æåñòêî çàêðåïëåíà, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû ñâîáîäíû.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε À 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ïî÷òè íå äâèæåòñÿ, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì îíà êîëåá-
ëåòñÿ íà �äëèííûõ� ïðóæèíàõ, à îñòàëüíûå, ëåãêèå ÷àñòèöû, óâëåêàþòñÿ ýòèì äâèæåíèåì, ïî÷òè íå îêàçûâàÿ íà
íåãî âëèÿíèÿ. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.

24



Äîìàøíåå çàäàíèå �18
Êîëåáàíèÿ ëèíåéíûõ öåïî÷åê

Âàðèàíò 25

1. Áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m, ìîãóùèõ äâè-
ãàòüñÿ âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ i-àÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäíèìè, (i−1)-îé è (i+1)-îé, ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 2k, à ñ (i−20)-îé è (i+20)-îé ÷àñòèöàìè � ïðóæèíêàìè
æåñòêîñòè k. Íàéäèòå ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âäîëü öåïî÷êè âîëí. Êàê ñâÿçàíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ
òàêèõ âîëí? Èçîáðàçèòå ýòó ñâÿçü ãðàôè÷åñêè. Íàïèøèòå ðåøåíèÿ â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí.

2. Ïî öåïî÷êå, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, áåæèò âîëíà. Íàéäèòå ñðåäíþþ çà ïåðèîä êîëåáàíèé
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ íàä i-îé ÷àñòèöåé âñåìè ÷àñòèöàìè, ðàñïîëîæåííûìè â öåïè äî íåå. Óáåäèòåñü, ÷òî ñðåäíèé
çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè âäîëü öåïî÷êè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü âîëíû.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íûé ôðàãìåíò öåïî÷êè èç çàäà÷è 1 äëèíîé N , îñòàâèâ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü ïåðâàÿ ÷àñòèöà æåñòêî ïðèêðåïëåíà ê îäíîé ñòåíå, à N -àÿ � ê äðóãîé.
Ñôîðìóëèðóéòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Â êàêîì âèäå (ñòîÿ÷èõ èëè áåãóùèõ âîëí) íåîáõîäèìî
èñêàòü ðåøåíèå? Ïîëó÷èòå ñïåêòð ôðàãìåíòà öåïî÷êè. Íàéäèòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè
âåðíóòü äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òåííîå â çàäà÷å 1?

4. Ðàññìîòðèì ñíîâà áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 c �âûêëþ÷åíûì� äàëüíèì âçàèìîäåéñòâèåì, íàõîäÿùó-
þñÿ èçíà÷àëüíî â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè i-óþ ÷àñòèöó ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ ìàëîé ÷àñòîòîé γ ¿ (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü
âíåøíåãî èñòî÷íèêà, ðàñêà÷èâàþùåãî òàêèì îáðàçîì öåïî÷êó? ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîíå÷íîñòü öåïî÷êè ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3? Îïèøèòå êà÷åñòâåííî, ê ÷åìó ïðèâåäåò ó÷åò äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî èñòî÷íèêà ëåæèò â çàïðåùåííîé îáëàñòè ÷àñòîò ñèñòåìû, âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî èíûìè. Ïóñòü òåïåðü i-àÿ ÷àñòèöà èç çàäà÷è 1 ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå ïî çàêîíó
xi = A cos γt ñ γ À (k/m)1/2. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû. ×åìó â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ìîùíîñòü
èñòî÷íèêà? Ñóùåñòâåííî ëè èñêàæàåò ðåøåíèå ó÷åò êîíå÷íîñòè öåïî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè? Ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïðàâêó. Ó÷òèòå ïðè ðàññìîòðåíèè è äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

6. Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå òðåíèÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, íàéäåííûå â çàäà÷å 4. Ïóñòü íà êàæäóþ
÷àñòèöó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ F f

i = −2αẋi. Êàêèìè òåïåðü áóäóò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû? ×åìó ðàâíà
ìîùíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñèñòåìå? Ñîâïàäàåò ëè îíà ñ ìîùíîñòüþ âíåøíåãî èñòî÷íèêà?

7. Â ýòîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â êðèñòàëëå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç çàäà÷è 1 áåç
äàëüíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç çàäà÷è 3. Äåôåêòîì â òàêîé öåïî÷êå ìîæåò áûòü ÷àñòèöà
äðóãîé ìàññû èëè ïðóæèíêà äðóãîé æåñòêîñòè. Ïóñòü s-àÿ ÷àñòèöà èìååò ìàññó εm, ãäå ε ¿ 1. Êðîìå �îáû÷íûõ�
êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ ëåãêàÿ ÷àñòèöà óâëåêàåòñÿ ïðóæèíêàìè, åñòü âûäåëåííîå êîëåáàíèå, ïðè êîòîðîì ëåã-
êàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íà ïî÷òè ïîêîÿùèõñÿ ïðóæèíêàõ, à òÿæåëûå ÷àñòèöû ñîâåðøàþò ñëàáûå �âûíóæäåííûå
êîëåáàíèÿ�. Íàéäèòå âñå ìîäû ñèñòåìû.

8. Ïóñòü òåïåðü âñå ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè â öåïî÷êå èç çàäà÷è 1 èìåþò ìàññó αm, îòëè÷àþùóþñÿ
îò ìàññû îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Èçîáðàçèòå äèñïåðñèîííûå
êðèâûå. �Âûêëþ÷èâ� äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå, ó÷òèòå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàìêíóâ ôðàãìåíò öåïî÷êè
äëèíîé 2N â êîëüöî. Ïðîâåðüòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ α = 1.

9. Óïðóãèé ñåðæåíü ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ î öåïî÷-
êàõ. Óñòðåìèâ ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ê áåñêîíå÷íîñòè, ìàññû ÷àñòèö è ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó íèìè ê
íóëþ, òàê ÷òî Na = const, Nm = const, ïîëó÷èòå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñòåðæíÿ.

10. Ðàññìîòðèì ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Ïóñòü ÷àñòèöû èç çàäà÷è 1, ñâÿçàíûå ïðóæèíêàìè,
âèñÿò íà íèòÿõ äëèíû l À a, ãäå a � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðóæèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèþ
áëèæàéøèõ ÷àñòèö, èçíà÷àëüíî ñæàòû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíîå ñæàòèå ðàâíî ε. Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ðàâíî-
âåñèþ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò îòâå÷àòü êàê �ïëîñêàÿ� êîíôèãóðàöèÿ, òàê è �ãàðìîøêà�. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, êîëåáëþùåéñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòèöû êîëåáëÿòñÿ òàê, ÷òî íèòè âñå âðåìÿ íàòÿíóòû, ïðè÷åì îòêëîíåíèÿ âîçìîæíû êàê â
ïëîñêîñòè ñèñòåìû, òàê è â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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